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UNE NOUVELLE DÉMONSTRATION DE LA CLASSIFICATION DES
FEUILLETAGES CONVEXES DE DEGRÉ DEUX SUR P2
C
par
Samir BEDROUNI & David MARÍN
Abstract. — A holomorphic foliation on P2
C
, or a real analytic foliation on P2
R
, is said to be convex if its leaves other
than straight lines have no inflection points. The classification of the convex foliations of degree 2 on P2
C
has been
established in 2015 by C. FAVRE and J. PEREIRA. The main argument of this classification was a result obtained
in 2004 by D. SCHLOMIUK and N. VULPE concerning the real polynomial vector fields of degree 2 whose associated
foliation on P2
R
is convex. We present here a new proof of this classification, that is simpler, does not use this result
and does not leave the holomorphic framework. It is based on the properties of certain models of convex foliations
of P2
C
of arbitrary degree and of the discriminant of the dual web of a foliation of P2
C
. 2010 Mathematics Subject
Classification. — 37F75, 32S65, 32M25.
Résumé. — Un feuilletage holomorphe sur P2
C
ou analytique réel sur P2
R
est dit convexe si ses feuilles qui ne sont
pas des droites n’ont pas de points d’inflexion. La classification des feuilletages convexes de degré 2 sur P2
C
a été
établie en 2015 par C. FAVRE et J. PEREIRA. L’argument principal de cette classification était un résultat obtenu
en 2004 par D. SCHLOMIUK et N. VULPE concernant les champs de vecteurs réels polynomiaux de degré 2 dont le
feuilletage de P2
R
associé est convexe. Nous présentons ici une nouvelle démonstration de cette classification, plus
simple, n’utilisant pas ce résultat et ne sortant pas du cadre holomorphe ; elle s’appuie sur des propriétés de certains
modèles de feuilletages convexes de P2
C
de degré quelconque et du discriminant du tissu dual d’un feuilletage de P2
C
.
Classification mathématique par sujets (2010). — 37F75, 32S65, 32M25.
Introduction
L’ensemble F(d) des feuilletages de degré d sur P2
C
s’identifie à un ouvert de ZARISKI dans un espace
projectif de dimension (d+2)2−2 sur lequel agit le groupe Aut(P2
C
). Suivant [7] un feuilletage de F(d) est
dit convexe si ses feuilles qui ne sont pas des droites n’ont pas de points d’inflexion.
Mots clefs. — feuilletage convexe, tissu dual, discriminant, singularité, diviseur d’inflexion.
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D’après [2, Proposition 2, page 23] tout feuilletage de degré 0 ou 1 est convexe. Pour d ≥ 2, l’ensemble des
feuilletages convexes de F(d) est un fermé de ZARISKI propre de F(d) et il contient les feuilletages H d1 , resp.
F d1 , resp. F
d
0 définis en carte affine par les 1-formes (voir [4, Proposition 4.1], [3, page 75] et [7, page 179])
ωd1 = y
ddx− xddy, resp. ωd1 = y
ddx+ xd(xdy− ydx), resp. ωd0 = (x
d− x)dy− (yd− y)dx.
Les feuilletages H d1 et F
d
1 appartiennent tous deux à l’adhérence dans F(d) de l’orbite sous l’action de
Aut(P2
C
) du feuilletage F d0 , dit feuilletage de FERMAT de degré d. Notons de plus que H
d
1 est homogène au
sens où il est invariant par homothétie.
En 2015 FAVRE et PEREIRA [6, Proposition 7.4] ont classifié les feuilletages convexes de degré 2 sur P2
C
.
Plus précisément ils ont montré le résultat suivant.
Théorème A ([6]). — À automorphisme de P2
C
près, il y a trois feuilletages convexes de degré deux sur le
plan projectif complexe, à savoir les feuilletages H 21 , F
2
1 et F
2
0 décrits respectivement en carte affine par
les 1-formes suivantes
1. ω21 = y
2dx− x2dy ;
2. ω21 = y
2dx+ x2(xdy− ydx) ;
3. ω20 = (x
2− x)dy− (y2− y)dx.
L’argument fondamental de cette classification était le résultat de SCHLOMIUK et VULPE dans [10, Théorème
50]. Ces derniers donnent en carte affine une liste [10, Table 2] de formes normales pour les feuilletages
convexes de degré 2 sur P2
R
(ils considèrent en effet des champs de vecteurs de type X= A(x,y) ∂∂x +B(x,y)
∂
∂y ,
où A et B sont des polynômes deR[x,y] vérifiant pgcd(A,B)= 1 et max(degA,degB)= 2). FAVRE et PEREIRA
[6, Proposition 7.4] ont remarqué que les arguments de [10, Théorème 50] s’appliquent de façon identique aux
champs de vecteurs complexes. Leur démonstration a ainsi consisté à réduire le nombre de modèles de champs
de vecteurs réels présentés dans [10, Table 2] en cherchant ceux qui sont conjugués par un automorphisme
de P2
C
.
Dans cet article nous donnons une nouvelle démonstration de cette classification, n’utilisant pas [10, Théo-
rème 50] et ne sortant pas du cadre analytique complexe ; elle repose sur certaines propriétés des feuilletages
H d1 , F
d
0 , F
d
1 ([4, Proposition 4.1], [4, Proposition 6.3], Proposition 2.4 démontrée au §2) et du discriminant
du tissu dual d’un feuilletage de P2
C
([1, Lemme 2.2] et [7, Proposition 3.3]), voir §2.
1. Singularités, diviseur d’inflexion et tissu dual d’un feuilletage de P2
C
Un feuilletage holomorphe F de degré d sur P2
C
est défini en coordonnées homogènes [x : y : z] par une
1-forme du type
ω = a(x,y,z)dx+b(x,y,z)dy+ c(x,y,z)dz,
où a, b et c sont des polynômes homogènes de degré d+ 1 sans facteur commun satisfaisant la condition
d’EULER iRω = 0, où R = x ∂∂x + y
∂
∂y + z
∂
∂z désigne le champ radial et iR le produit intérieur par R. Le lieu
singulier SingF de F est le projectivisé du lieu singulier de ω
Singω = {(x,y,z) ∈C3 |a(x,y,z) = b(x,y,z) = c(x,y,z) = 0}.
Rappelons quelques notions locales attachées au couple (F ,s), où s∈ SingF . Le germe de F en s est défini, à
multiplication près par une unité de l’anneau local Os en s, par un champ de vecteurs X= A(u,v) ∂∂u +B(u,v)
∂
∂v .
La multiplicité algébrique ν(F ,s) de F en s est donnée par
ν(F ,s) =min{ν(A,s),ν(B,s)},
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où ν(g,s) désigne la multiplicité algébrique de la fonction g en s. L’ordre de tangence entre F et une droite
générique passant par s est l’entier
τ(F ,s) =min{k ≥ ν(F ,s) : det(Jks X,Rs) 6= 0},
où Jks X est le k-jet de X en s et Rs est le champ radial centré en s.
La singularité s de F est dite radiale si ν(F ,s) = 1 et si de plus τ(F ,s) ≥ 2. Si tel est le cas, l’entier naturel
τ(F ,s)−1, compris entre 1 et d−1, est appelé l’ordre de radialité de s.
Rappelons la notion du diviseur d’inflexion de F . Soit Z= E ∂∂x+F
∂
∂y+G
∂
∂z un champ de vecteurs homogène
de degré d sur C3 non colinéaire au champ radial décrivant F , i.e. tel que ω = iRiZdx∧ dy∧ dz. Le diviseur
d’inflexion de F , noté IF , est le diviseur défini par l’équation
(1.1)
∣∣∣∣∣∣
x E Z(E)
y F Z(F)
z G Z(G)
∣∣∣∣∣∣
= 0.
Ce diviseur a été étudié dans [8] dans un contexte plus général. En particulier, les propriétés suivantes ont été
prouvées.
1. Sur P2
C
rSingF , IF coïncide avec la courbe décrite par les points d’inflexion des feuilles de F ;
2. Si C est une courbe algébrique irréductible invariante par F , alors C ⊂ IF si et seulement si C est une
droite invariante ;
3. IF peut se décomposer en IF = IinvF + I
tr
F , où le support de I
inv
F est constitué de l’ensemble des droites
invariantes par F et où le support de ItrF est l’adhérence des points d’inflexion qui sont isolés le long
des feuilles de F ;
4. Le degré du diviseur IF est 3d.
Définition 1.1 ([7]). — Un feuilletage F sur P2
C
est dit convexe si son diviseur d’inflexion IF est totalement
invariant par F , i.e. si IF est le produit de droites invariantes par F .
Rappelons maintenant la définition d’un k-tissu sur une surface complexe S.
Définition 1.2. — Soit k ≥ 1 un entier. Un k-tissu (global) W sur S est la donnée d’un recouvrement ouvert
(Ui)i∈I de S et d’une collection de k-formes symétriques ωi ∈ SymkΩ1S(Ui), à zéros isolés, satisfaisant :
(a) il existe gi j ∈ O∗S(Ui∩U j) tel que ωi coïncide avec gi jω j surUi∩U j ;
(b) en tout point générique m de Ui, ωi(m) se factorise en produit de k formes linéaires deux à deux non
colinéaires.
Le discriminant ∆(W ) de W est le diviseur défini localement par ∆(ωi) = 0, où ∆(ωi) est le discriminant
de la k-forme symétrique ωi ∈ SymkΩ1S(Ui), voir [9, Chapitre 1, §1.3.4]. Le support de ∆(W ) est constitué
des points de S qui ne vérifient pas la condition (b). Lorsque k = 1 cette condition est toujours vérifiée et on
retrouve la définition usuelle d’un feuilletage holomorphe F sur S.
Un k-tissu global W sur S est dit décomposable s’il existe des tissus globaux W1,W2 sur S n’ayant pas de
sous-tissus communs tels que W soit la superposition de W1 et W2 ; on écrira W = W1⊠W2. Dans le cas
contraire W est dit irréductible. On dit que W est complètement décomposable s’il existe des feuilletages
globaux F1, . . . ,Fk sur S tels que W = F1⊠ · · ·⊠Fk. Pour plus de détails sur ce sujet, nous renvoyons à [9].
Revenons au cas qui nous intéresse : S = P2
C
. Se donner un k-tissu sur P2
C
revient à se donner une k-forme
symétrique polynomiale ω = ∑i+ j=k ai j(x,y)dx
idy j, à zéros isolés et de discriminant non identiquement nul.
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Ainsi tout k-tissu sur P2
C
peut se lire dans une carte affine donnée (x,y) de P2
C
par une équation différentielle
polynomiale F(x,y,y′) = 0 de degré k en y′.
Suivant [7] à tout feuilletage F de degré d ≥ 1 sur P2
C
est associé un d-tissu irréductible sur le plan projectif
dual Pˇ2
C
, appelé transformée de LEGENDRE (ou tissu dual) de F , et noté LegF ; les feuilles de LegF sont
les droites tangentes aux feuilles de F . Plus explicitement, soit (x,y) une carte affine de P2
C
et considérons
la carte affine (p,q) de Pˇ2
C
associée à la droite {y = px− q} ⊂ P2
C
; si F est défini par une 1-forme ω =
A(x,y)dx+B(x,y)dy, où A,B ∈ C[x,y], pgcd(A,B) = 1, alors LegF est donné par l’équation différentielle
implicite
Fˇ(p,q,x) := A(x, px−q)+ pB(x, px−q) = 0, avec x=
dq
dp
.
L’application de Gauss est l’application rationnelle GF : P2C 99K Pˇ
2
C
qui à un point régulier m associe la
droite tangente TmF . Si C ⊂ P2C est une courbe passant par certains points singuliers de F , on définit GF (C )
comme étant l’adhérence de GF (C \SingF ). Il résulte de [1, Lemme 2.2] que
(1.2) ∆(LegF ) = GF (I
tr
F )∪ ΣˇF ,
où ΣˇF désigne l’ensemble des droites duales des points de ΣF := {s ∈ SingF : τ(F ,s)≥ 2}.
2. Démonstration du Théorème A
Comme nous l’avons dit dans l’Introduction, la preuve du Théorème A s’appuie sur certaines propriétés des
feuilletages H d1 , F
d
0 , F
d
1 et du discriminant du tissu dual d’un feuilletage de P
2
C
.
Notons d’abord que le feuilletage homogène H d1 possède deux singularités radiales d’ordre maximal d− 1.
En fait cette propriété caractérise la Aut(P2
C
)-orbite de H d1 comme le montre le résultat suivant, déduit de [4,
Proposition 4.1] :
Proposition 2.1 ([4]). — Soit H un feuilletage homogène de degré d ≥ 2 sur P2
C
ayant deux singularités
radiales distinctes d’ordre maximal d− 1. Alors H est linéairement conjugué au feuilletage H d1 défini par
la 1-forme ωd1 = y
ddx− xddy.
On en tire en particulier le :
Corollaire 2.2. — À automorphisme de P2
C
près, il y a un et un seul feuilletage homogène convexe de degré 2
sur le plan projectif complexe, à savoir le feuilletage H 21 décrit par la 1-forme ω
2
1 = y
2dx− x2dy.
Démonstration. — On sait d’après [4, Proposition 2.2] que tout feuilletage homogène convexe de degré
supérieur ou égal à 2 sur P2
C
possède au moins deux singularités radiales distinctes. L’énoncé découle alors
immédiatement de [4, Proposition 4.1] (cf. Proposition 2.1 ci-dessus) et de la remarque évidente suivante :
si un feuilletage F de degré 2 sur P2
C
admet une singularité radiale s, alors l’ordre de radialité τ(F ,s)−1 de s
est égal à 1.
Une propriété caractéristique de la Aut(P2
C
)-orbite du feuilletage de FERMAT F d0 est donnée par [4, Proposi-
tion 6.3] :
Proposition 2.3 ([4]). — Soit F un feuilletage de degré d ≥ 2 sur P2
C
ayant trois singularités radiales d’ordre
maximal d−1, non alignées. Alors F est linéairement conjugué au feuilletage de FERMAT F d0 défini par la
1-forme ωd0 = (x
d − x)dy− (yd− y)dx.
Une propriété caractéristique de la Aut(P2
C
)-orbite du feuilletage F d1 est donnée par la :
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Proposition 2.4. — Soit F un feuilletage convexe de degré d ≥ 2 sur P2
C
. Supposons que F possède une
singularité s1 de multiplicité algébrique maximale d et une singularité s2 radiale d’ordre maximal d−1. Alors
– ou bien F est homogène ;
– ou bien F est linéairement conjugué au feuilletage F d1 décrit par la 1-forme ω
d
1 = y
ddx+xd(xdy−ydx).
Remarque 2.5. — Notons qu’un feuilletage de degré d sur P2
C
est homogène si et seulement s’il possède une
singularité de multiplicité algébrique maximale d et une droite invariante ne passant pas par cette singularité.
Démonstration. — Choisissons un système de coordonnées homogènes [x : y : z] ∈ P2
C
tel que s1 = [0 : 0 : 1]
et s2 = [0 : 1 : 0]. Par hypothèse nous avons ν(F ,s1) = d, ν(F ,s2) = 1 et τ(F ,s2) = d. L’égalité ν(F ,s1) = d
assure que toute 1-forme ω décrivant F dans la carte affine z= 1 est du type
ω = Ad(x,y)dx+Bd(x,y)dy+Cd(x,y)(xdy− ydx),
où Ad , Bd etCd sont des polynômes homogènes de degré d.
Dans la carte affine y= 1 le feuilletage F est donné par
θ =−Cd(x,1)dx−Bd(x,1)dz+Ad(x,1)(zdx− xdz) ;
nous avons θ∧ (zdx− xdz) = Q(x,z)dx ∧ dz, où Q(x,z) = xCd(x,1) + zBd(x,1). L’égalité τ(F ,s2) = d se
traduit alors par le fait que le polynômeQ∈C[x,z] est homogène non nul de degré d+1, ce qui permet d’écrire
Bd(x,y) = βx
d , Cd(x,y) = δxd , avec β,δ∈C, |β|+ |δ| 6= 0. Par suite nous avons J1(0,0)θ=Ad(0,1)(zdx−xdz) ;
alors l’égalité ν(F ,s2) = 1 assure que Ad(0,1) 6= 0. Ainsi θ s’écrit
θ =−xdd(δx+βz)+Ad(x,1)(zdx− xdz) , β,δ ∈ C, |β|+ |δ| 6= 0, Ad(0,1) 6= 0.(2.1)
Supposons que F ne soit pas homogène ; comme ν(F ,s1) = d, toute droite invariante par F doit passer
par s1 (Remarque 2.5) et doit donc être de la forme (ax+by = 0), [a : b] ∈ P1C. Or nous remarquons à partir
de (2.1) que la droite ℓ = (δx+βz= 0) est invariante par F . Il en résulte que β = 0, δ 6= 0 et ℓ= (x= 0).
Par conséquent
ω = Ad(x,y)dx+δx
d(xdy− ydx), δAd(0,1) ∈C
∗.
Posons P(t) = Ad(1, t) ; puisque Ad(0,1) 6= 0 le polynôme P ∈ C[t] est de degré d. De plus l’homogénéité
de Ad entraîne que
ω = xd
(
P
(y
x
)
dx+δ(xdy− ydx)
)
, δ ∈ C∗.
Nous constatons qu’une droite de la forme (y = rx), r ∈ C, est invariante par F si et seulement si r est une
racine du polynôme P. Il s’en suit que l’ensemble des droites invariantes par F est constitué de la droite
(x= 0) et des droites (y= rx), où r parcourt l’ensemble des racines de P.
En coordonnées homogènes, le feuilletage F est décrit par le champ de vecteurs 0 ∂
∂x
+Ad(x,y)
∂
∂y
+ δxd ∂
∂z
;
d’après la formule (1.1), le diviseur d’inflexion IF de F est donné par
0=
∣∣∣∣∣∣∣∣
x 0 0
y Ad(x,y)
∂Ad
∂y
(x,y)
z δxd 0
∣∣∣∣∣∣∣∣
=−δxd+1Ad(x,y)
∂Ad
∂y
(x,y) =−δx3dP
(y
x
)
P′
(y
x
)
.
Comme F est par hypothèse convexe, nous en déduisons que toute racine de P′ est une racine de P et donc
que P est divisible par sa dérivée P′. Le polynôme P est alors nécessairement de la forme P(t) = α(t− a)d ,
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avec a ∈ C et α ∈ C∗, d’où
ω = α(y−ax)ddx+δxd(xdy− ydx), a ∈ C, α, δ ∈C∗.
La 1-forme ω est linéairement conjuguée à ωd1 = y
ddx+ xd(xdy− ydx) ; en effet
ωd1 =
δd+1
αd+2
ϕ∗ω, où ϕ =
(
α
δ
x,
α
δ
(y+ax)
)
.
Le lemme suivant joue un rôle crucial dans la preuve du Théorème A.
Lemme 2.6. — Soit F un feuilletage convexe de degré d ≥ 2 sur P2
C
. Alors l’ensemble ΣF des points sin-
guliers s ∈ SingF tels que τ(F ,s) ≥ 2 est de cardinal supérieur ou égal à 2.
Démonstration. — En vertu de la convexité de F , la formule (1.2) entraîne que le discriminant ∆(LegF ) de
LegF est constitué des droites duales des points de ΣF . Si ΣF était vide ou réduit à un point, il en résulterait
que P2
C
\∆(LegF ) serait simplement connexe de sorte que (cf. [9, Proposition 1.3.1]) le d-tissu LegF serait
complètement décomposable, ce qui contredirait son irréductibilité.
Remarque 2.7. — Si F est un feuilletage de degré d ≥ 2 sur P2
C
, alors
ΣF = Σ
rad
F ∪{s ∈ SingF : ν(F ,s)≥ 2},
où ΣradF désigne l’ensemble des singularités radiales de F .
Remarque 2.8. — Soit F un feuilletage de degré d ≥ 2 sur P2
C
tel que ΣradF ne soit pas vide. Soit s ∈ Σ
rad
F .
Désignons par mult(∆(LegF ), ℓˇs) la multiplicité du discriminant ∆(LegF ) de LegF le long de la droite ℓˇs
duale de s. Alors (voir [7, Proposition 3.3])
mult(∆(LegF ), ℓˇs)≥ τ(F ,s)−1 ;
l’égalité est réalisée si (condition suffisante) l’ordre de radialité τ(F ,s)−1 de s appartient à {d−2,d−1}.
En particulier, si d = 2, resp. d = 3, alors, pour tout s ∈ ΣradF , on a
mult(∆(LegF ), ℓˇs) = 1, resp. mult(∆(LegF ), ℓˇs) = τ(F ,s)−1 ∈ {1,2}.
Démonstration du Théorème A. — Soit F un feuilletage convexe de degré 2 sur P2
C
. Pour tout s ∈ SingF ,
nous avons ν(F ,s)≤ degF = 2. Il résulte alors de la Remarque 2.7 que
ΣF = Σ
rad
F ∪{s ∈ SingF : ν(F ,s) = 2}.
Notons (voir [5, Lemme 2.11]) que tout feuilletage de degré supérieur ou égal à 2 sur P2
C
a au plus une
singularité de multiplicité algébrique maximale, égale à son degré. Nous en déduisons l’alternative suivante :
• ou bien ΣF = ΣradF ;
• ou bien ΣF = ΣradF ∪{s1} pour un certain s1 ∈ SingF vérifiant ν(F ,s1) = 2.
Supposons dans un premier temps que ΣF = ΣradF . La convexité de F et la formule (1.2) impliquent alors
que le discriminant ∆(LegF ) du 2-tissu LegF se décompose en produit de droites duales des points de
ΣradF . Comme la droite duale de tout point de Σ
rad
F est de multiplicité 1 dans ∆(LegF ) (Remarque 2.8)
et comme deg(∆(LegF )) = (degF − 1)(degF + 2) = 4 (cf. [7, page 177]), il en résulte que #ΣradF = 4.
Les quatre points de ΣradF ne sont pas alignés, car toute droite de P
2
C
ne peut contenir plus de degF + 1 = 3
points singuliers de F . Il s’en suit en particulier que F possède trois singularités radiales non-alignées ;
ceci entraîne, d’après [4, Proposition 6.3], que F est linéairement conjugué au feuilletage de FERMAT F 20 .
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Supposons maintenant qu’il existe s1 ∈ SingF tel que ΣF = ΣradF ∪{s1} et ν(F ,s1) = 2. Par le Lemme 2.6,
#ΣF ≥ 2 et donc ΣradF est non vide ; d’où la présence d’une singularité radiale s2 de F . Par suite, d’après la
Proposition 2.4, ou bien F est homogène, auquel cas F est linéairement conjugué au feuilletage H 21 en vertu
du Corollaire 2.2, ou bien F est linéairement conjugué au feuilletage F 21 .
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